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Abstract
After some brief recall about the Langlands correspondence for the group GLn(C), explained
in [6], and the computation of the trace of an irreducible tempered representation of this group,
we establish a formula relating the trace of such a representation and the trace of the admissible
morphism attached to it through the Langlands correspondence.
 2002 Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. All rights reserved.
Résumé
Après de rapides rappels concernant la correspondance de Langlands pour le groupe GLn(C),
exposée dans [6], et le calcul de la trace d’une représentation irréductible tempérée de ce groupe, nous
établissons une identité reliant la trace d’une telle représentation à celle du morphisme admissible
qui lui est associé dans la correspondance de Langlands.
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1. Préliminaires
1.1. R.P. Langlands a établi en 1973 [8] une classification des représentations irréduc-
tibles admissibles des groupes algébriques réductifs réels. Dans le cas du groupe GLn(C),
cette classification était connue dès 1966, par les travaux de Želobenko et Naı˘mark [10] ;
nous allons maintenant la rappeler.
On se donne n caractères µ1, . . . ,µn de GL1(C), c’est-à-dire n morphismes multipli-
catifs de GL1(C) dans C×. Pour k ∈ {1, . . . , n}, l’application de R dans R définie par :
x → ln |µk(ex)| est une homothétie ; on note λk son rapport. Ceci revient à dire que λk est
la puissance du module intervenant dans |µk|.1
A partir des µk , on forme µ˚= µ1 ⊗ · · · ⊗ µn, représentation de dimension 1 du sous-
groupe diagonal de GLn(C), donnée par :
µ˚
(
diag(z1, z2, . . . , zn)
)= µ1(z1)µ2(z2) · · ·µn(zn). (1)
On prolonge ensuite cette représentation au sous-groupe de Borel standard de GLn(C),
par la valeur 1 sur la partie unipotente :
µ˚




z1 ∗ · · · ∗
z2
. . .
...
. . . ∗
zn



= µ˚(diag(z1, z2, . . . , zn)). (2)
Enfin, on induit (unitairement) de B à GLn(C) cette représentation :
ρµ = IndGLn(C)B (µ˚). (3)
On peut alors énoncer la classification des représentations irréductibles admissibles de
GLn(C), résultat dû à Želobenko et Naı˘mark [10].
Théorème 1.1. Avec les notations précédentes :
1. Si λ1  λ2  · · · λn, alors ρµ admet un unique quotient irréductible, noté πµ.
2. Les représentations πµ décrivent toutes les représentations irréductibles admissibles
de GLn(C), à équivalence infinitésimale près.
3. Deux représentations πµ et πµ′ sont infinitésimalement équivalentes si et seulement
s’il existe une permutation w de {1, . . . , n} telle que µ′ = w.µ, autrement dit µ′k =
µw(k) pour 1 k  n.
1.2. Nous pouvons maintenant donner la correspondance de Langlands, entre repré-
sentations irréductibles admissibles de GLn(C) et morphismes à image semi-simple de
WC = C× dans le dual de Langlands de GLn(C). Ce dual étant GLn(C) lui-même, ces
morphismes dits admissibles sont en fait les représentations de dimension n de WC = C×
dont l’image est formée d’éléments semi-simples.
1 Autrement dit, si l’on écrit µk sous forme polaire : µk(z) = (z/|z|)lk |z|ζk , avec lk ∈ Z et ζk ∈ C, alors
λk =(ζk).
M.-N. Panichi / Bull. Sci. math. 126 (2002) 595–603 597
Le groupeC× est abélien donc pour une représentation φ de dimension finie deWC dont
l’image est formée d’éléments semi-simples, les éléments de φ(C×) sont simultanément
diagonalisables. Il s’ensuit que φ est somme directe de représentations de dimension 1.
On peut donc écrire une représentation semi-simple φ de dimension n comme
somme directe de n représentations φj :C× → GL1(C), données par un caractère du
type µj . Quitte à réordonner φ1, . . . , φn, on peut supposer que les paramètres λ1, . . . , λn
correspondant vérifient la condition du théorème 1.1.
La correspondance de Langlands (théorème 5 de [6]) s’obtient alors naturellement à
partir de ce qui précède, en remarquant que les représentations de GLn(C) comme celles
de WC sont, à isomorphisme près, décrites par n caractères µk de C×.
Théorème 1.2. Il y a une bijection entre l’ensemble des classes d’équivalence de
représentations de dimension n de WC dont l’image est formée d’éléments semi-simples
(c’est-à-dire les classes de morphismes admissibles deWC dans GLn(C)) et l’ensemble des
classes d’équivalence de représentations irréductibles admissibles de GLn(C). On définit
cette bijection en associant à la classe de φ = φ1 ⊕ · · · ⊕ φn, paramétrée par le n-uplet
µ= (µk)1kn de caractères de C×, la classe de la représentation πµ de GLn(C).
1.3. Notons G = GLn(C), K = U(n) son sous-groupe compact maximal standard et
Z son centre. Parmi les représentations irréductibles admissibles de GLn(C), celles qui
sont tempérées – c’est-à-dire celles dont le caractère central est unitaire et dont tous
les coefficients K-finis sont dans L2+ε(G/Z) pour tout ε > 0 – sont les πµ pour µ˚
unitaire. Lorsque µ˚ est unitaire, la représentation ρµ est elle-même irréductible (voir
théorème 14.93 de [7]) et par conséquent πµ = ρµ est donnée par l’induite (3).
Un représentant de la classe ϕ de morphismes admissibles associée à πµ par Langlands
est alors, selon le théorème 1.2,
φ :WC =C× −→GLn(C)
z −→ diag(µ1(z), . . . ,µn(z)). (4)
Puisque deux morphismes admissibles φ et φ′ à valeurs dans GLn(C) sont dits équivalents
s’il existe un g ∈ GLn(C) tel que φ′ = int(g) ◦ φ, on en déduit que les valeurs propres de
φ(z) ne dépendent que de la classe ϕ de φ, et non du représentant choisi dans cette classe.
Nous noterons Πtp(GLn(C)) l’ensemble des classes d’équivalence de représentations
irréductibles tempérées de GLn(C).
2. Trace tempérée pour GLn(C)
On suppose toujours G = GLn(C). On note T le représentant de l’unique classe de
conjugaison de sous-groupes de Cartan de GLn(C) :
T = {diag(t1, t2, . . . , tn) ; tk ∈C×},
identifié à (C×)n.
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2.1. Rappelons qu’un opérateur (linéaire) U sur un espace de Hilbert séparable H est
dit traçable si pour toute base orthonormale {vk} deH et pour tout opérateur borné β deH
d’inverse borné, la somme
∑
k |〈β−1Uβvk, vk〉| est finie. Cette somme ne dépend alors ni
de β ni de la base {vk} et elle est appelée trace de U (Knapp [7], chapitre X, §1).
Soit π une représentation du groupe G. On choisit une mesure de Haar dg sur G. Pour
une fonction f sur G de classe C∞ à support compact, l’opérateur π(f ) est alors donné
par
π(f )=
∫
G
f (g)π(g)dg.
Définition 2.1. On dit que π admet un caractère global si pour toute fonction f ∈ C∞c (G)
l’opérateur π(f ) est traçable et si l’application f → tr(π(f )) est une distribution, c’est-à-
dire une forme linéaire continue sur C∞c (G) ([7], chapitre X, §1).
Cette distribution est alors appelée caractère de π (ou trace de π ) ; on la note Θπ ou Θ
quand il n’y a aucune ambiguïté. Le théorème suivant est dû à Harish-Chandra ([2], §2) :
Théorème 2.2. Toute représentation irréductible admissible de G admet un caractère
global.
De plus, le caractère d’une représentation irréductible admissible détermine entiérement
la classe d’équivalence de celle-ci (voir théorème 10.6 de [7]).
2.2. Voyons maintenant une propriété essentielle de la trace d’une représentation
irréductible, qui permet son calcul.
Soit DG la fonction définie sur G par :
det(λ+ I −Adx)=DG(x)λn mod
(
λn+1
)
.
Un élément x de G est dit régulier si DG(x) = 0 (paragraphe 1.3 de Warner [13]). On
note alors G′ l’ensemble des éléments réguliers de G, c’est-à-dire en fait l’ensemble des
éléments de GLn(C) qui ont des valeurs propres distinctes deux à deux. Tout élément
régulier est donc diagonalisable, c’est-à-dire conjugué à un élément2 de T . Pour un sous-
groupe H de G, on désigne par H ′ l’ensemble des éléments réguliers de G appartenant
à H . L’énoncé suivant est un théorème fondamental de Harish-Chandra (théorème 2
de [4]).
Théorème 2.3. Le caractère de toute représentation irréductible admissible de G est une
fonction localement intégrable sur G et invariante par automorphismes intérieurs de G ;
de plus, sa restriction à l’ouvertG′ des éléments réguliers deG est une fonction analytique
réelle.
2 De façon plus générale, Harish-Chandra a montré dans [3] (§2) qu’un élément régulier d’un groupe réductif
connexe est toujours conjugué à un élément d’un sous-groupe de Cartan.
M.-N. Panichi / Bull. Sci. math. 126 (2002) 595–603 599
Donc Θπ est une fonction localement intégrable sur G et analytique sur G′. Or tout
élément régulier de G est conjugué à un élément du tore T ; par G-invariance de Θπ , il
suffit donc de connaître cette fonction sur T ′ = T ∩G′.
2.3. On suppose maintenant π irréductible tempérée ; on sait donc qu’elle admet un
caractère global (théorème 2.2), et on cherche à le calculer.
D’après les paragraphes 1.1 et 1.3, la représentation π se réalise comme induite
parabolique, selon les formules (1), (2) et (3). La représentation µ˚ de B à partir de
laquelle on induit est un caractère, donc est traçable. Hirai a donné, dans [5] (théorème 2,
formule (5.9)), l’expression du caractère d’une induite d’irréductible pour un groupe
réductif connexe en fonction du caractère de l’induisante ; il justifie aussi directement le
fait qu’une telle induite admette un caractère global.
Notons L le centralisateur de la partie déployée de l’algèbre de Lie de T . L’expression
d’Hirai s’écrit dans notre cas :
∀t ∈ T ′, Θπ(t)= |DG(t)|−1/2
∑
w∈Sn
Θµ˚(w.t)|DL(w.t)|1/2.
Or, ici, on a L= T et DL(t)= 1 pour tout t dans T ′. On obtient donc
∀t ∈ T ′, Θπ(t)= |DG(t)|−1/2
∑
w∈Sn
(µ1 ⊗ · · · ⊗µn)(w.t)|DT (w.t)|1/2, (5)
où :
∀t ∈ T ′, DG(t)=
n∏
i,j=1
i<j
(
1− tαi,j )(1− tαj,i )= ∏
α∈/+
(
1− tα)(1− t−α).
On a noté αi,j (t)= ti/tj si t = diag(t1, . . . , tn) et /+ = {αi,j ; 1 i < j  n} le système
de racines de (G,T ) positives relativement à B .
On peut transformer l’expression de DG de façon à en extraire la racine carrée du
module plus facilement :
DG(t)=
∏
α∈/+
(
t−α/2 − tα/2)(tα/2 − t−α/2)= (−1)|/+| ∏
α∈/+
(
tα/2 − t−α/2)2.
En réinjectant dans (5), il vient :
∀t ∈ T ′, Θπ(t)= 1∏
α∈/+ |tα/2 − t−α/2|
∑
w∈Sn
(µ1 ⊗ · · · ⊗µn)(w.t).
Pour alléger l’écriture, nous posons dG(t) = |DG(t)|1/2 et µ˚w(t) = µ˚(w.t), de sorte que
sur les éléments réguliers du tore, on a
Θπ = 1
dG
∑
w∈Sn
µ˚w. (6)
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3. Correspondance de Langlands sur les traces
On considére toujours une représentation π irréductible tempérée de GLn(C) de
caractère Θ . D’après le paragraphe 1.3, si φ est un représentant de la classe de morphismes
admissibles associée à π dans la correspondance de Langlands, alors les valeurs propres
de φ(z), pour z ∈C×, ne dépendent que de la classe ϕ de φ.
On peut donc parler de la trace de ϕ : c’est une application de WC =C× dans C définie
par
tr(ϕ)(z)= tr(ϕ(z))= µ1(z)+ · · · +µn(z).
Notons LΘ la fonction tr(ϕ) ; nous allons établir une relation entre Θ , trace de la
représentation π , et LΘ , trace de ϕ.
3.1. Soient I un ensemble fini et A= (ai,j )i,j∈I une matrice carrée d’indéterminées.
Définition 3.1. On appelle permanent de A, et on note per(A), la quantité
per(A)=
∑
w∈SI
∏
i∈I
ai,w(i).
On pourra se référer aux livres de Bhatia ([1], paragraphe I.5) ou Mehta ([9], chapitre 2)
pour l’étude des propriétés du permanent. Remarquons en particulier l’analogie avec la
définition du déterminant, où chaque terme de la somme est affecté de la signature de la
permutation correspondante.
Nous commençons par démontrer le lemme suivant,
Lemme 3.2. Soient I un ensemble fini et SI l’ensemble des permutations de I . Soit
A= (ai,j )i,j∈I une matrice d’indéterminées sur I × I . Pour une permutation w ∈SI , on
note ε(w) sa signature et I/w l’ensemble de ses orbites dans I . On a la relation suivante :∑
w∈SI
ε(w)
∏
J∈I/w
∑
i∈I
∏
j∈J
ai,j = per(A). (7)
Démonstration. Remarquons qu’en développant le produit qui porte sur les orbites J ∈
I/w, le membre de gauche peut s’écrire :∑
w∈SI
ε(w)
∑
ϕ : I/w→I
∏
j∈I
aϕ([j ]),j ,
où [j ] désigne l’orbite de j par w. L’ensemble des fonctions ϕ : I/w→ I est en bijection
naturelle avec l’ensemble des application ϕ : I → I invariante par w : ϕ ◦ w = ϕ.
L’expression ci-dessus devient donc∑
w∈SI
ε(w)
∑
ϕ : I→I
ϕ◦w=ϕ
∏
j∈I
aϕ(j),j =
∑
ϕ : I→I
∑
w∈SϕI
ε(w)
∏
j∈I
aϕ(j),j ,
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où SϕI désigne le stabilisateur de ϕ dans SI , c’est-à-dire l’ensemble des permutations
w ∈SI par lesquelles ϕ est invariante. Pour ϕ : I → I , le coefficient du terme∏j∈I aϕ(j),j
est donc∑
w∈SϕI
ε(w). (8)
Or, les fibres de ϕ déterminent une partition de I en sous-ensembles I1, . . . , Ir . De plus,
S
ϕ
I SI1 × · · · ×SIr . Le coefficient (8) vaut donc
∑
w1∈SI1
∑
w2∈SI2
. . .
∑
wr∈SIr
ε(w1)ε(w2) · · ·ε(wr)=
r∏
k=1
∑
wk∈SIk
ε(wk).
Enfin, lorsque ϕ n’est pas injective, l’un au moins des SIk n’est pas réduit à l’identité.
Comme il y a alors autant de permutations paires que de permutations impaires dans SIk ,
il s’ensuit
∑
wk∈SIk ε(wk)= 0 et par conséquent le coefficient étudié est nul. Il n’est donc
non nul que lorsque chaque Ik est réduit à un singleton, c’est-à-dire lorsque ϕ est injective,
donc bijective. Dans ce cas SϕI = {1} et le coefficient (8) vaut 1. Autrement dit, il ne reste
du membre de gauche que le terme∑
ϕ : I→I
ϕ(I )=I
∏
j∈I
aϕ(j),j =
∑
w∈SI
∏
j∈I
aw(j),j =
∑
w∈SI
∏
i∈I
ai,w(i),
c’est-à-dire l’expression du permanent per(A). ✷
3.2. La relation cherchée, entre trace d’une représentation irréductible tempérée de
GLn(C) et trace du morphisme admissible qui lui est associé dans la correspondance
de Langlands, est alors une conséquence de ce lemme. Considérons en effet la matrice
(ai,j ) définie par ai,j = µi(tj ) où (µ1, . . . ,µn) sont les n caractères servant à induire la
représentation π = πµ et t = diag(t1, . . . , tn) est un élément générique du tore T . Nous
noterons {µ | t} cette matrice. La formule précédente du permanent donne alors
per({µ | t})=
∑
w∈Sn
ε(w)
∏
J∈I/w
∑
i∈I
∏
j∈J
µi(tj ).
On reconnaît dans le membre de gauche le numérateur du caractère de π , le dénominateur
étant dG(t) d’après la formule (6). Par ailleurs, en tenant compte de la multiplicativité des
µi , il vient :∑
i∈I
∏
j∈J
µi(tj )=
∑
i∈I
µi
(∏
j∈J
tj
)
= LΘ
(∏
j∈J
tj
)
,
d’où l’on déduit le
Théorème 3.3. La trace Θ d’une représentation irréductible tempérée de GLn(C) est
reliée à la trace LΘ du morphisme admissible associé à la représentation dans la
correspondance de Langlands selon :
∀t ∈ T ′, Θ(t)= 1
dG(t)
∑
w∈Sn
ε(w)
∏
J∈I/w
LΘ
(∏
j∈J
tj
)
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où t = diag(t1, . . . , tn) ∈ T ′, dG(t)=∏α∈/+ |tα/2 − t−α/2|, I = {1, . . . , n} et I/w désigne
l’ensemble des orbites de w dans I .
3.3. Nous dirons qu’une classe ϕ de morphismes admissibles de WC dans LGLn(C) est
tempérée si pour tout z ∈ C×, les valeurs propres de ϕ(z) sont des nombres complexes
unitaires, ce qui revient à dire que, dans l’écriture (4), les µk sont des caractères
unitaires de C×. On désigne alors par Φtp(GLn(C)) l’ensemble des classes de morphismes
admissibles tempérées de WC dans LGLn(C)= GLn(C).
Sachant que la trace d’une représentation irréductible détermine entièrement la classe
de celle-ci, le théorème précédent peut également s’énoncer comme suit, et donne alors
une nouvelle formulation de la correspondance de Langlands pour les représentations
irréductibles tempérées de GLn(C).
Corollaire 3.4. Les classes de morphismes admissibles tempérées de WC dans GLn(C)
sont en bijection avec les classes d’équivalence des représentations irréductibles tempé-
rées de GLn(C) de la façon suivante :
Soit ϕ ∈Φtp(GLn(C)). L’élément de Πtp(GLn(C)) associé à ϕ par la correspondance
de Langlands est déterminé par sa trace Θ , donnée par la formule
∀t ∈ T ′, Θ(t)= 1
dG(t)
∑
w∈Sn
ε(w)
∏
J∈I/w
trϕ
(∏
j∈J
tj
)
.
3.4. Signalons également une formule dérivant directement de la relation (7) en
considérant un cas particulier. Lorsque tous les coefficients de la matrice (ai,j ) sont égaux
à 1, on obtient
n! =
∑
w∈SI
ε(w)n|I/w| (9)
où I désigne toujours un ensemble fini à n éléments et I/w l’ensemble des orbites de
w ∈ SI . Ainsi, |I/w| est le nombre d’orbites de la permutation w. Cette relation donne
n! comme une somme signée et a déjà été signalée sous une forme quelque peu différente
par Orlik et Terao dans [11] (théorème 6.71 p. 242) ; ils s’appuient sur une formule de
Shephard et Todd (p. 289 de [12]). L’identité (9) peut s’écrire aussi :
∑
w∈SI
ε(w)
|I ||I/w|
|SI | = 1.
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